4.1

Lembrete 4.0.1 — Teste de comparag¢do. Seja 0 < x,, <y, para todo n > p, logo
1) Yo, yn converge = Y~ x, converge.
2) Yo x, diverge = Y - y, diverge.

Teste de comparacdo no limite (TCL)

e 1 w | - A
m Exemplo 4.1 Dada série };_, Py Sabemos que )., , — converge sendo série harmonica.
n’— n
~ . o . - 1
Mas ndo podemos aplicar o Teste de comparagao diretamente para concluir que ) >, ] converge

desde que
1 1

—_ > —.
n2—1" n?

De outro lado "a ordem do decaimento” dos termos de duas series € igual quando n — 0. Ou seja
pode aplicar-se o Teorema em baixo.

Teorema 4.1.1 — Teste de comparacédo no limite. Sejam ) >, x, e Y.~ v, tais que x, > 0,
yn > 0. Suponha que lg’n o, Logo

1) Se L > 0, entdo [}, y, converge < Y =, x, converge].

2) Se L = o, entdo [}y, diverge = Y| x, diverge].

3) Se L =0, entdo [y, converge = Y., x, converge].

L
Demonstragdo. 1) Seja lim T _L>0. Pela defini¢do do limite, para € = 5 existe ngp € IN tal que
n—oo yn

Xn L
|——L| < §,n>n0,

Yn
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entao
L x, L
— S L -,
2y 2
Portanto
L 3L
Eyn <xp < ?yn’

L 3L
isto é Ey,, <Xp,ex, < 7)}"' Agora aplicando Teste de comparag¢do com n > max{ng, p} obtemos

que [Y_ | x, converge = Yo y, convergel, e [L o, y, converge = Y, x, converge]. Portanto a

propriedade 1) é verdadeira.

2) Seja lim ™ — | = . Pela defini¢do do limite L = oo, para € = 1 existe ng € IN tal que

n—eo yy,

X . ~
= > 1,n> ny. Assim x,, > y, e 2) segue pelo Teste de comparacio.
Yn

3) Seja lim 0. Logo para € = 1 existe ng € IN tal que In < 1, n > ng, assim x,, < y, e pelo

n—oo yn . yn
Teste de comparagao 3) é verdadeira.

1
m Exemplo 4.2 1) Estude a convergéncia: } " | T
- . 1 ~
Solugdo. Sejay, = o entdo

1 n

lim ~* = lim 21 = lim = lim ——— =1

n—eo y, n—eo 1 n—yoo QN — n—yoo 1 i
2n 2n

1
Assim pelo (TCL) temos que Y converge desde que ), o converge.

. 3n*+4n

2) Estude a convergéncia: .

- < . . B . .
Solucdo. 3n* é "dominante" de nominador, e n3 é "dominante" de denominador.

3 4
Yn = % — 35 3. Entdo
ns3
lim 3nt+4n  n3 _ lim 30 +4n’ _ lim 344073 1
ne/Sp4+n3 3 noe3y/Sp4pl3 noe3.9/5p7124 1
3
Como Y7 | yn = Y, — diverge, pelo (TCL) série inicial diverge.
n3
A . oo 1
3) Estude a convergéncia: )" ;| —.
alts

1
Solucdo. Sejay, = —. Assim
n

1

1
nlt

L= lim — = 1.
nﬁoon;

. Xn .
lim — = lim
n—eo y, n—eo 1
n

Seja
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1
Yo Yn = Y1 — diverge, logo pelo (TCL) série inicial diverge. ;=)
n
4) Estud éncia: Y !
stude a convergéncia: Y 5, ——.
g n=2 (ln n)z

1
Solucdo. Sejay, = —. Portanto
n

1 i
lim 2 = fim 2 = gy 0092

n—eo y, n—oo . X—>o0 % X—roo (lnx)z'

Agora aplicando regra de L’Hopital temos

;}glolo (Inx)2 - }glolo 21nx-

= lim =
1 5w 2lnxy  x—e 2
X X

1
Como a série ), y, =Y, — diverge, pelo (TCL) série inicial diverge. )
n
5) Estude a convergéncia: Y n(1 —cos1).

Solugdo. Temos que

. 1 . 1 1 . 1—cos . sen
lim n(1—cos—) = limx(1 —cos—) = |- =y,y — 0] = lim Y — lim 2 — o,
n—soo n s X x y=0 Y y—=0 1

~ ‘- . 1

Entdo a série pode ser convergente. Seja y,, = — temos
n
. x, . n(l—cosl)  T—cosl = 1-_cosx senx
lim — = lim ———~" = lim T = lim 7 = lim
n—eoy,  n—e =5 noe x—=0  xP =0 (p+1)xP
I
I . senx 1 > P =1
= ol = | 00<p<!
p ! oo, p> 1.

1
Em particular, se p =1 a série Y, y, = Y, — diverge, logo pelo (TCL) a série inicial
n

diverge. 3-)

4.2 Teste de razdo

Sejat > 0. Sabemos que a série )~ t" converge se 0 <t < 1 e diverge se t > 1.

Teorema 4.2.1 — Teste de razdo. Seja ), ;x, comx, >0, n > p. Suponha que existe o limite
Fien Xn+1
n—eo Xy

1) 0<L<1=Y,_,x,converge.

2) L> 1 (oueo) =Y, x, diverge.

3) L =1 = ndo podemos concluir nada.

= L, entdo
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|

Proof. 1) Sejat > 0tal que L <t < 1. Pela defini¢do do limite existe ng > p tal que

Xni1
= ——<t, n>np,
Xn

logo x,+1 < tx, para todo n > ng, ou seja

Xng+1 < 1Xp,

2
Xng42 < EXpy+1 < I7Xp,

k
Xno+k <t Xng

Consideremos ay = X1k € by = thno, k> 1. Temos

i by = i thno = X! ,
n=1 =1 11

ou Y, by converge. Desde que a; < by, pelo (TC) Y7 ar = ZZ’:no |1 Xk converge.

o c
Y .—1X, converge também.

2) Se Intl — L > 1 (ou o), existe ny > p tal que

Xn
Xni-1
- > l’n 2 no,
Xn

ou seja x,+1 > X, e lim x, # 0. Portanto a série diverge (pelo Teste do termo geral).
n—oo
. 1
3) Consideremos 2 exemplos: Para } ;| — tem-se
n

1 2
(n+1)2 . n T .
_r}grolo (n+1)2 _r}grolo(1+l)2 =1

n

. Xntl .
lim = lim =
n—ee X, n—soo

1
2
4 w 1
e sabemos que a série converge. Por outro lado, para } ;" | —, temos
n

1
R s .
hmﬂzhm"l1 = lim
n—oeo Xy n—soo 1 n—oop + 1
n

+

=1,

e sabemos que a série diverge. Assim, caso L = 1 nfo é informativo.

Corolario 4.2.2 Seja lim Intl _ le Int1 > 1,n > ngp, entdo Y -, x, diverge.
n—ee Xp Xn
10
m Exemplo 4.3 Seja ), ETR Temos
T N (o L L | Lo 1
Jim, Xn =m0 T (1+n) 3

Entéo pelo Teste de razdo série converge.

Portanto
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|
= Exemplo 4.4 Seja X7, —a”, coma > 0.
n

Solugdo.
11gt! n Dn! n
lim 221 :um[(”Jr Jla™ }:alim (nt Dnt "
n—es x,  n—el (n41)"F1 pla? n—eo  pl (n+1)(n+1)"
. R 1
s T e

Pelo Teste de razdo, temos
Z n! , | convergese ¢ <1,
" | divergese £ > 1.

n
. a Xn+1 n 1 2
Agora vamos analisar o caso — = 1 ou a = e. Neste caso = T e. Nossa ideia é
e Xn n

1 n
Intl >1,n2>np. Sejay, = <i> . Assim
n

usar o Coroldrio 4.2.2. Primeiro mostremos que

n

1" 1"
yn—(n+ > —<1+—) —e.
n n

Pela defini¢do do e, {y, } cresce para e, portanto

(Y
yo \n+1)°

decresce para —, ou seja a sequéncia
e

decresce para 1, logo temos

R N S

Yn Xn
. . nle"
Pelo Coroldrio 4.2.2 a série )., | —— diverge, portanto
n

oo

! a
Z Ea”: { converge se & < 1,

= diverge se % > 1.
5-)
2 n
»n Exemplo 4.5 Dada a série ), % Para quais valores de x série converge?
nin{n

Solucdo. Temos

n+1
lim Xn+1 — lim (2|x|) ) nln(n+l)
n—oeo X, n—soo (n+1)1n(n+2) (2|x|)n
1 1 1 1
:lim2~|x|'L-M:Iim2-|x|. 'n(”‘i‘ )
n—yoo n+1 ln(n+2) n—yoo 1+% 1n(n+2)
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Por outro lado (usando a regra do 1’Hopital) temos

1 1 In(x+ 1 o 2
im In(n+1) = lim n(x+ lerl =1 T=1
n—yoo ]n(n—}—Z) X—00 ]n(x—|—2) X—s00 o x—e0 | 3
Xn+1 .
Portanto lim —— = 2|x|, assim
n—eo X,

i (2]x))* [ converge se 2|x| < 1,
) | diverge se 2|x| > 1.

. 1 .
Agora vamos analisar o caso 2|x| = 1 oux = :I:z. Neste caso temos a série

- 1

; nln(n+1)"
E facil ver que

1 1
> ,n>2
nin(n+1) = nln(n?) "=
1 1

A série) 5 W = %ZE" m diverge pelo Teste de integral. De fato,

~ dx . b
/ —— = lim Inlnx|, = c~.
2 xlnx b 2

Assim, pelo (TC) Y~ diverge. Resumindo tudo, temos

"nln(n+1)

i (2x))" [ convergese — 5 L <x< 2,
~ nin(n+1) divergesexz xg—l



